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W referacie omawiam wyniki z prac [3] �[6].
Miar¾e Lebesgue�a na prostej oznaczamy przez �, rodziny zbiorów mierzalnych w sensie

Lebesgue�a, miary zero, borelowskich, o w÷asnósci Baire�a i pierwszej kategorii oznaczamy: L,
N , B, Ba iM.
Niech X b¾edzie zbiorem niepustym, S - �-cia÷em podzbiorów X oraz I � S - �-idea÷em.

Mówimy, ·ze zbiór H jest otoczk ¾a zbioru A wzgl¾edem (X;S; I), je·zeli A � H, H 2 S oraz
H n G 2 I dla dowolnego zbioru G, takiego ·ze A � G i G 2 S. Niech A � P (X) i H � S.
Funkcj¾e ' : A ! H nazywamy operatorem H-otoczki na A, je·zeli ' (A) jest otoczk ¾a A dla
wszystkich A 2 A. Je·zeli dodatkowo ' (A) � ' (B), gdy A � B, to operator H-otoczki
nazywamy monotonicznym. Je·zeli H � BX (X - przestrzeń topologiczna), to ' nazywamy
operatorem borelowskiej otoczki.
W pracy [2] by÷o badane istnienie monotonicznych operatorów G�-otoczki (borelowskiej

otoczki) na L i na N (wzgl¾edem (R;L;N )). W pracy [3] przeniéslísmy cz¾éśc twierdzeń z [2] na
abstrakcyjne przestrzenie (X;S; I) oraz zastosowalísmy do badania istnienia monotonicznych
operatorów borelowskiej otoczki wzgl¾edem (R;Ba;M).
Za÷ó·zmy, ·ze I jest niezmienniczym na przesuni¾ecia �-idea÷em w Rn (tj. A+x 2 I dla A 2 I

i x 2 Rn). Mówimy, ·ze operator borelowskiej otoczki ' : I ! B \ I jest niezmienniczy na
przesuni ¾ecia, je·zeli ' (A+ x) = ' (A) + x dla A 2 I, x 2 Rn.
W pracy [4] pokazujemy, ·ze z pewnych za÷o·zeń teoriomnogósciowych (np. aksjomat Mar-

tina) wynika, ·ze nie istniej ¾a niezmiennicze na przesuni¾ecia operatory borelowskiej otoczki na
N i naM. Istotn ¾a rol¾e w rozwa·zaniach odgrywa spostrze·zenie, ·ze pary (L;N ) i (Ba;M) maj ¾a
w÷asnóśc Steinhausa, tj. dla dowolnych zbiorów A 2 LnN , B =2 N (odpowiednio, A 2 BanM,
B =2M), zbiór A+B ma punkt wewn¾etrzny.
Poj¾ecia w÷asnósci Steinhausa i w÷asnósci Smitala dla pary (S; I) z÷o·zonej z cia÷a S i idea÷u

I � S podzbiorów abelowej grupy topologicznej by÷y badane w pracy [1]. W [6] rozwa·zamy
analogiczne poj¾ecia dla miar borelowskich w lokalnie zwartych polskich grupach abelowych.
Mówimy, ·ze �-skończona miara borelowska � ma klasyczn ¾a w÷asnóśc Steinhausa, je·zeli

int (A�A) 6= ; dla dowolnego zbioru A, takiego ·ze � (A) > 0, natomiast � ma w÷asnóśc
Smitala, je·zeli dla dowolnego zbioru A, takiego ·ze � (A) > 0 i dowolnego zbioru g¾estego D,
zbiór A+D zawiera zbiór pe÷nej miary.
W pracy [6] pokazujemy, ·ze absolutna ci ¾ag÷óśc � wzgl¾edem miary Haara na X jest równo-

wa·zna posiadaniu przez � klasycznej w÷asnósci Steinhausa, a to jest równowa·zne w÷asnósci
Smitala dla �.
Ustalmy liczb ¾e p 2 (0; 1) i rozwa·zmy przestrzeń probabilistyczn ¾a (
;F ; Pp), gdzie 
 := f0; 1g ,

F := P (
) oraz Pp (f1g) = p. Niech b�p b¾edzie przeliczalnym produktem miar Pp oraz �p mia-
r ¾a borelowsk ¾a na [0; 1] generowan ¾a przez zmienn ¾a losow ¾a F : f0; 1gN 3 (xn)n2N 7!

P1
n=1

xn
2n ,

tj. miar ¾a okréslon ¾a wzorem �p (B) = b�p �F�1 (B)�. Przyjmijmy
Ap :=

�
x 2 [0; 1) : lim

n!1
x1 + : : :+ xn

n
= p

�
;

gdzie 0; x1x2x3 : : : oznacza rozwini¾ecie dwójkowe liczby x zawieraj ¾ace nieskończenie wiele zer.
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Wiadomo, ·ze �p s ¾a ci ¾ag÷ymi miarami probabilistycznymi, dodatnimi na niepustych przedzia-
÷ach otwartych, �p (Ap) = 1 oraz �1=2 = � . W [6] pokazujemy, ·ze int(Ap �Ap) = ; dla p 6= 1

2 ,
natomiast Ap	Ap = [0; 1) dla p 2

�
1
4 ;
3
4

�
(�, 	 oznacza dodawanie i odejmowanie modulo 1).

Ostatni fakt opiera si¾e na twierdzeniu z [5], w którym udowodniony jest analogiczny wynik
dla grupy Z2m reszt modulo 2m.
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