WYBRANE WLASNOSCI STRUKTUR MIERZALNYCH

TOMASZ FILIPCZAK

W referacie omawiam wyniki z prac [3] — [6].

Miare Lebesgue’a na prostej oznaczamy przez A, rodziny zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a, miary zero, borelowskich, o wlasnoéci Baire’a i pierwszej kategorii oznaczamy: L,
N, B, Ba i M.

Niech X bedzie zbiorem niepustym, S - o-cialem podzbioréw X oraz Z C S - o-idealem.
Moéwimy, ze zbiér H jest otoczkq zbioru A wzgledem (X,S,7Z), jezeli A C H, H € S oraz
H\ G € 7 dla dowolnego zbioru G, takiego z2e A C GiG € S. Niech AC P(X)iH C S.
Funkcje ¢ : A — H nazywamy operatorem H-otoczki na A, jezeli ¢ (A) jest otoczka A dla
wszystkich A € A. Jezeli dodatkowo ¢ (A) C ¢ (B), gdy A C B, to operator H-otoczki
nazywamy monotonicznym. Jezeli H C Bx (X - przestrzen topologiczna), to ¢ nazywamy
operatorem borelowskiej otoczki.

W pracy [2] bylo badane istnienie monotonicznych operatoréw Gs-otoczki (borelowskiej
otoczki) na £ ina N (wzgledem (R, £, N)). W pracy [3] przeniesliémy cze$¢ twierdzen z [2] na
abstrakcyjne przestrzenie (X, S,7) oraz zastosowaliémy do badania istnienia monotonicznych
operatoréw borelowskiej otoczki wzgledem (R, Ba, M).

Zat6zmy, ze T jest niezmienniczym na przesuniecia o-idealem w R” (tj. A+x €Z dlaAe€Z
ix € R"). Méwimy, ze operator borelowskiej otoczki ¢ : T — BN Z jest niezmienniczy na
przesuniecia, jezeli o (A+z) =p(A)+x dla AeZ, x € R

W pracy [4] pokazujemy, ze z pewnych zalozen teoriomnogo$ciowych (np. aksjomat Mar-
tina) wynika, ze nie istnieja niezmiennicze na przesuniecia operatory borelowskiej otoczki na
N ina M. Istotna role w rozwazaniach odgrywa spostrzezenie, ze pary (£, N) i (Ba, M) maja
wlasno$¢ Steinhausa, tj. dla dowolnych zbioréw A € L\N, B ¢ N (odpowiednio, A € Ba\ M,
B ¢ M), zbiér A + B ma punkt wewnetrzny.

Pojecia wlasno$ci Steinhausa i wlasnoéci Smitala dla pary (S,Z) zlozonej z ciala S i idealu
Z C S podzbioréw abelowej grupy topologicznej byly badane w pracy [1]. W [6] rozwazamy
analogiczne pojecia dla miar borelowskich w lokalnie zwartych polskich grupach abelowych.

Méwimy, ze o-skonczona miara borelowska p ma klasyczng wlasnosé Steinhausa, jezeli
int (A— A) # 0 dla dowolnego zbioru A, takiego ze p(A) > 0, natomiast p ma wlasnosé
Smitala, jezeli dla dowolnego zbioru A, takiego ze p(A) > 0 i dowolnego zbioru gestego D,
zbiér A + D zawiera zbiér pelnej miary.

W pracy [6] pokazujemy, ze absolutna ciaglo$¢ u wzgledem miary Haara na X jest réwno-
wazna posiadaniu przez p klasycznej wlasnoéci Steinhausa, a to jest réwnowazne wlasno$ci
Smitala dla .

Ustalmy liczbe p € (0, 1) i rozwazmy przestrzen probabilistyczna (€2, F, P,), gdzie 2 := {0, 1},
F =P () oraz P, ({1}) = p. Niech Ji,, bedzie przeliczalnym produktem miar P, oraz j,, mia-
rg, borelowska na [0, 1] generowans przez zmienng losows F : {0,1}Y 3 (Tn)pen > Domet 55,
tj. miarg okreslona wzorem p, (B) = i, (F~*(B)). Przyjmijmy

n—00 n

A, = {:1:6[0,1): lim m]HL”'JHE”:p},

gdzie 0, x1x92x3 ... 0znacza rozwiniecie dwéjkowe liczby = zawierajgce nieskonczenie wiele zer.
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Wiadomo, ze p, s ciaglymi miarami probabilistycznymi, dodatnimi na niepustych przedzia-

tach otwartych, p, (4p) = 1 oraz ;o = A . W [6] pokazujemy, ze int(A, © A,) = 0 dla p # %,
natomiast A, © 4, = [0,1) dlap € [1, 3] (®, © oznacza dodawanie i odejmowanie modulo 1).
Ostatni fakt opiera si¢ na twierdzeniu z [5], w ktérym udowodniony jest analogiczny wynik

dla grupy Zsom reszt modulo 2.
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